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Calcul différentiel Leibniz

D’Alembert (in I'Encyclopédie)

Différentielle, adj.

On appelle dans la haute Géométrie, quantité différentielle ou simplement
différentielle, une quantité infiniment petite, ou moindre que toute grandeur
assignable.

On 'appelle différentielle ou quantité différentielle, parce qu’on la considere
ordinairement comme différence infiniment petite de deux quantités finies, dont
I'une surpasse 'autre infiniment peu. NEWTON et les anglais I'appellent fluxion, a
cause qu'ils la considérent comme I’accroissement momentané d'une quantité.
LEIBNIZ et d’autres I'appellent aussi une quantité infiniment petite.

Calcul différentiel : c’est la maniere de différentier les quantités, c’est-a-dire de
trouver la différence infiniment petite d'une quantité finie variable. Cette méthode
est I'une des plus belles et des plus fécondes de toutes les Mathématiques ; M.
LEIBNIZ qui I’a publiée le premier, I'appelle calcul différentiel, en considérant les
grandeurs infiniment petites comme les différences des quantités finies; c’est
pourquoi il les exprime par la lettre d qu’il met au devant de la quantité
différentiée; ainsi la différentielle de x est exprimée par dx, celle de y par dy, etc.
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Calcul différentiel ~ Leibniz

Penser I'infini

Pour LEIBNIZ, nous devons disposer des moyens de calculer avec ces quantités
que NEWTON qualifie d’ évanouissantes. Il pose donc pour principe que nous
devons admettre |'existence de nombres tres petits qu'il désignera avec la lettre d :
dx, dy, etc.

De facon plus moderne, nous pouvons poser l'existence de nombres entiers trés
grands, plus grands que tout entier naturel et que nous ne pourrions pas écrire.

Puis en déduire, sur des principes analogues a la construction des nombres réels
que nous connaissons, qu'il existe des nombres réels tres grands, c’est a dire dont la
partie entiére est un nombre réel trés grand.

Et enfin qu’il existe des nombres réels fres petits, inverses de nombres réels trés
grands, et que nous pouvons imaginer comme nombres dont la partie entiére est
zéro, suivie d'une partie décimale ne comportant au départ que des zéros, les
premiers chiffres non nuls étant tellement loin que nous ne pourrions jamais écrire
ces nombres, pas méme avec les plus puissants de nos ordinateurs.
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Leibniz

L'image a retenir
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Ala limite quand Ay et Ax deviennent «trés petits» alors ils s’écrivent dx et dy et la

Ay
sécante mM de coefficient directeur Ax devient la tangente T, de coefficient
X

X d
directeur d_y Depuis Leibniz, on pose f'(x) = d—i
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

@ Soit a résoudre le probleme suivant :

«La vitesse d'une onde de longueur L (L > 0) en eau profonde est donnée par

L C
v=k\|=+—
C L
ol k et C sont des constantes strictement positives.

Pour quelle longueur L cette vitesse est-elle minimale ? ».
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Calcul différentiel

Du calcul différentiel

@ Soit a résoudre le probleme suivant :

«La vitesse d'une onde de longueur L (L > 0) en eau profonde est donnée par

L C
v=k\|=+—
C L
ol k et C sont des constantes strictement positives.

Pour quelle longueur L cette vitesse est-elle minimale ? ».

@ Nous cherchons le minimum de la vitesse v par rapport a la longueur d’onde
L. Notre fonction est v et la variable est L.
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Calcul différentiel

Du calcul différentiel

@ Soit a résoudre le probleme suivant :

«La vitesse d'une onde de longueur L (L > 0) en eau profonde est donnée par

L C
v=k\|=+—
C L

ol k et C sont des constantes strictement positives.
Pour quelle longueur L cette vitesse est-elle minimale ? ».

@ Nous cherchons le minimum de la vitesse v par rapport a la longueur d’onde
L. Notre fonction est v et la variable est L.

@ Pour faciliter le calcul, nous allons travailler sur le carré de v :

L C
2 =k? (—+ —)
C L
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

dv? ,d (L C

o —=k"—|=+— k? est une constante multiplicative
dL dL{C L
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

dv? d({L C

o —=k2—|=+— k? est une constante multiplicative
dL dL|C L
dv? ) d (L d(C )

o —=k°|—|=|+—|= nous dérivons une somme
dL dL|\C) dL|\L
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

dv? d({L C
— ==+ = k? est une constante multiplicative
dL dL{C L

dv? d(L d(C
o — =k |—|=|+—|= nous dérivons une somme
dL dL{C/| dL\L

dv? 1 1 1
o — =k |——L)+C—| = C et — sont des constantes multiplicatives
dL CdL dL|\L C
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

dv? d(L C
o —=k2—|=+— k? est une constante multiplicative
dL dL|C L
v
dv? d(L d(C )
o —=k|—|=]|+—=[= nous dérivons une somme
dL dL|\C) dL|\L
v
dv? 1d 1 1
o —=k’|=——WM)+C—[- C et — sont des constantes multiplicatives
dL CcdL dL{L C
dv? 1 - 1
o —=k?|=x1+Cx|— nous dérivons les fonctions L — LetL — —
dL C L2 L
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Du calcul différentiel

dv? d({L C
o —=k2—|=+— k? est une constante multiplicative
dL dL|{C L
dv? d(L d(C
o — =k |—|=|+—|= nous dérivons une somme
dL dL|C dL|L
dv? 1 1 1
o — =k |——L)+C—| = C et — sont des constantes multiplicatives
dL CdL dL\L C
dv? - 1
o — =k |=x1+Cx|— nous dérivons les fonctions L—LetL — —
dL C 12 L
dv? L2 -C?
o —=k? réduc. au méme dénominateur pour I'étude du signe
dL CL?
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.
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Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.

@ Calculer la vitesse v(f) et 'accélération y(¢) du mobile a I'instant ¢. A quel
instant la vitesse du point M est-elle maximale ? Quelle est alors son
accélération ?
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Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.

@ Calculer la vitesse v(f) et 'accélération y(¢) du mobile a I'instant ¢. A quel
instant la vitesse du point M est-elle maximale ? Quelle est alors son
accélération ?

o Lavitesse du point M a l'instant ¢ est donnée par v() = f'(z)
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Calcul différentiel ~ Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.

@ Calculer la vitesse v(f) et 'accélération y(¢) du mobile a I'instant ¢. A quel
instant la vitesse du point M est-elle maximale ? Quelle est alors son
accélération ?

o Lavitesse du point M a l'instant ¢ est donnée par v() = f'(z)
e Laccélération du point M a I'instant ¢ est donnée par y() = v'(¢)
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Calcul diffi iel Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.

@ Calculer la vitesse v(f) et 'accélération y(¢) du mobile a I'instant ¢. A quel
instant la vitesse du point M est-elle maximale ? Quelle est alors son
accélération ?

o Lavitesse du point M a l'instant ¢ est donnée par v() = f'(z)
e Laccélération du point M a I'instant ¢ est donnée par y() = v'(¢)

@ Construire sur un méme graphique les courbes représentant la position du
point M, sa vitesse et son accélération.
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Calcul différentiel

Exercice

Un point M mobile se déplace sur un axe d. On étudie son mouvement sur
I'intervalle de temps [0;4 ]. Son abscisse a 'instant ¢ est donnée par :

x=-2+1*+8t

@ Etudier la fonction f: t — — 13 + 2 + 8. Décrire le mouvement du point M sur
la droite d.

@ Calculer la vitesse v(f) et 'accélération y(¢) du mobile a I'instant ¢. A quel
instant la vitesse du point M est-elle maximale ? Quelle est alors son
accélération ?

o Lavitesse du point M a l'instant ¢ est donnée par v() = f'(z)
e Laccélération du point M a I'instant ¢ est donnée par y() = v'(¢)

@ Construire sur un méme graphique les courbes représentant la position du
point M, sa vitesse et son accélération.

@ Le mouvement est dit accéléré sur un intervalle de temps I, lorsque v(#) et y(#)
sont de méme signe pour tout ¢ € I. Déterminer les intervalles de temps sur
lequel le mouvement est accéléré.
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