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1/ Nous constatons que f = g+h avec g (x) = x+3 (fonction affine) et h(x) = 9

x −1
(composée de la fonction

affine : x 7→ x −1 puis de la fonction inverse : x 7→ 1

x
et enfin d’une fonction affine : x 7→ 9x).

Nous savons que lim
x→+∞x −1 = +∞, que lim

x→+∞
1

x
= 0 et que lim

x→0
9x = 0. De même lim

x→−∞x −1 = −∞, que

lim
x→−∞

1

x
= 0 et lim

x→0
9x = 0. Aussi lim

x→−∞g (x) =−∞, lim
x→+∞g (x) =+∞ et lim

x→∞h(x) = 0.

Par conséquent, lim
x→−∞ f (x) =−∞ et lim

x→+∞ f (x) =+∞

2/ Partant de f (1+h) = 4+h + 9

h
nous obtenons les résultats suivants :

• lim
h→0,h<0

f (1+h) =−∞ donc lim
x→1, x<1

f (x) =−∞

• lim
h→0,h>0

f (1+h) =+∞ donc lim
x→1, x>1

f (x) =+∞

3/ Nous connaissons le théorème de cours : si f = g +h avec g (x) = ax +b (une fonction affine) et h une
fonction de limite nulle à l’infini (−,+ ou les deux), alors C f admet la droite y = ax+b comme asymptote
(resp. en −∞, +∞ ou les deux).

Nous avons déjà vu que lim
x→∞h(x) = 0 donc y = x +3 est asymptote à C f aux deux infinis.

4/ Pour montrer que la fonction f est dérivable pour tout a sur son ensemble de définition, nous calculons
l’accroissement moyen de f entre a et a +h :

A = f (a +h)− f (a)

h
=

(
(a +3+h)+ 9

a −1+h

)
−

(
a +3+ 9

a −1

)
h

=
h + −9h

(a −1+h)(a −1)
h

Finalement :

A = h

h
− 9h

h(a −1)(a −1+h)
= 1− 9

(a −1)(a −1+h)

Et de façon évidente :

lim
h 7→0

A = 1− 9

(a −1)2

5/ La question précédente montre, après réduction au même dénominateur et factorisation, que pour tout
x ∈ R− {1}, on a :

f ′(x) = (x −4)(x +2)

(x −1)2

Cela dit, nous pouvons l’obtenir avec les formules :

fonction dérivée
x +3 1

9

x −1

−9

(x −1)2

d’où

f ′(x) = 1− 9

(x −1)2 =
(x −1)2 −32

(x −1)2 = (x −4)(x +2)

(x −1)2
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6/ La dérivée f ′ est du signe de p(x) = (x − 4)(x + 2) car son dénominateur est un carré donc positif. Le
polynôme p(x) est de degré 2 et admet de façon évidente (la factorisation donnée) deux racines, −2 et
4, et de plus le coefficient a = 1 (de ax2 +bx +c) est positif donc la parabole représentant p est orientée
vers les positifs. Par conséquent, son signe est résumé par :

x −∞ −2 4 +∞
p(x) + 0 − 0 +

Nous en déduisons le tableau de variations de f :

x

signe de f ′(x)

variations
de f

−∞ −2 1 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−2−2

−∞

+∞

1010

+∞+∞

7/ Équation de la tangente T à C au point d’abscisse x0 = 0 :

y = f (0)+ (x −0) f ′(0) =−6+x × (−8) =−8x −6

8/ Les courbes et tangente (échelle réduite) :

x

x−6 −4 −2 0 2 4 6

y

−12

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

10

12
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