mathématique en TS Galop d’essai novembre 2010

1. Nous posons y = —x et nous obtenons : e*e™* = e* ¥ =% = 1. Par

1
conséquent, e”* = —
ex
sz 2N Z n
2. La propriété a démontrer : (&) tp= il
n
. . . . . 0
e Initialisation : pour n =0 il est vrai que ) =0= 0rl

* Transmission : nous supposons &, vraie; alors
1 n 1

+—————— ou encore f,;.] = +
(n+1)(n+2) n+l (n+1)(n+2)
Nous réduisons les deux fractions au méme dénominateur :

In+1 = In

nn+2) 1 n2+2n+1
ny1 = + =
n+1)(n+2) (m+Dn+2) (H+1D"n+2)
(n+1)>2 (n+1)
T (n+)(n+2) (n+2)
n+1)
T m+1D+1

e Conclusion : la propriété est vraie pour tout entier naturel

Les questions suivantes font appel a des propriétés, récentes mais parfois an-
ciennes, qui méritent d’'étre connues. C’est ce que 1'on désigne par travail per-
sonnel.

e2+e2\® [e2—e2)
1. (@ A= 2 -

Le plus simple est de remarquer qu’il s’agit d’'une expression classique: a?—b? = (a— b)(a+b)

e2+e 2 e?—e2\(e?+e 2 e2-e2 2e72) [2€?
A= - + = —|=e2e?=1
2 2 2 2 2 2

1,2, a—04
el2 x o0
(b) B= — e12-04-(-32) _ o4
e-3.2

3 3 15
(c) C:(ez) xvVed=ebxe2 =e2

b

2. Unrésultat de cours a connaitre: e =e”’ < a=»>b

3
() e2x—2:e<:>2x—2:1<:>x:§

(b) e¥ 6 7=l = x2—6x-7=0
Cette derniére expression est un trindme du second degré. a = 1 et A = 64 = 82 donc x; = —1 et
Xy = 7. Ce sont les solutions de notre équation.

(c) e3**2 = —e. Une exponentielle est toujours positive donc cette équation n’a pas de solution.
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3. Calculer la dérivée de la fonction g définie par: x :— (x2-3x—-2)e™2*

fonction dérivée

u:x*-3x-2 | u:2x-3 )

v el Vo wle Par conséquent :

w.- 2x w/.- 2 gx) = (2x-3)e " + (x* —3x—2)(-2x)e"?*

g'(x) = (-2x*+8x+1)e 2"

4. Soit f la fonction définie sur 2 =R* = [0; +oo[par: x — 3x+2+e™*.

(a) Une exponentielle est toujours positive donc il s’agit d'une somme de termes positifs, le résultat
est positif.
(b) En +oo,lime * =0etlim3x+2 = +oo donc lim f(x) = +c0
+00 +00 +00

5. On arappelé que : In(1) = 0 et que In(e) = 1 mais il fallait aussi retenir (apres avoir appris) les autres
propriétés algébriques des logarithmes.

1
(@ A=In(2)+1n (5) ~In(e7?)-2=1In(2) - In(2) +2In(e) =2 =0
1 1
(b) B=In(243)-1n (a) + 61n(\/§) =5In3) +41In(3) +6 x Eln(3) =12In(3)

(© C=In[(vV2-D?|+In[(v2+ 12| =142In(v2-1) + 142In(v2 + 1)
C=142In[(vV2-1(vV2+1)] =142In(2-1) =0

Quelques souvenirs de premiere : la courbe de x — f(—x) est symétrique de
celle de f par rapport a 'axe des ordonnées; la courbe de x — —f(x) est sy-
métrique de celle de f par rapport aux abscisses; la courbe de x — f(x) + k
est translatée de celle de f par le vecteur k7. Pour le reste, en calculant les
coordonnées d’'un point ainsi que les limites a I'infini, il était possible de diffé-
rencier ces courbes.

e fi : x—2e*—1 correspond a 6, car elle est croissante comme I’exponentielle, lim fj(x) = —1etelle
X——00
passe par (0; 1).

X

3
* foix— est décroissante vers —oo (symétrie par rapport aux abscisses de x — —e”), xg@w flx) = 3
et elle passe par (0; 1), c’est donc 6;.

e f3:x— e * est symétrique de 'exponentielle par rapport a I’axe des ordonnées et xlim f3(x) = +o0,
——00
c’est donc €63.

e fi : x —e*—1 esttranslatée de celle de 'exponentielle du vecteur —7, donc passe par (0; 0), de plus
xlim f1(x) =—-1, c’estdonc €.
——00
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Dans cet exercice, la fonction f est définie sur 2 r=1—1;+oo[ par

2x+1

—

x+1

1. (a) Ladérivée f’ delafonction f: f'(x) = Gr1?

(b) e lesignede f' sur @y : positif car le dénominateur est un carré;
* les variations de f sur 9y : f est strictement croissante.

2. Lecalcul:

fO+h)-f©0)  2h+1 1 @h+D)-(h+1) 1

h " h(h+1) h h(h+1) Ch+1
Lalimite :
. fo+n-f0O . 1
Iim ———————— =]lim — =
h—0 h h—0 h+1

Conclusion : 1a limite obtenue est un nombre donc f est dérivable en 0.
3. (a) Notons f une approximation affine de f en 1, elle s’écrit : f(l +h)=f)+hf'Q).

~ 3 1
Doncici: f(1+h) = §+Zh

. 3 1
(b) f(1+0,02) = §+ZX0’02: 1,505

4. (a) Parréduction au méme dénominateur de 2 - 1 nous retrouvons f(x).
X

1
Comme lim ——=0nousdéduisonsque lim f(x)=2-0=2
x—+00 x + 1 X—+00

(b) Nous savons que si f(x) = ax+ b+ g(x) avec thP g(x) =0 alors y = ax + b est asymptote a €¢
— 100
en +oo.

Dong, ici, y = 2 est asymptote a f en +oo.

5. [bonus]
0 Lk 2h-1 ) 1
= -1+ = —= —-—
gh) = f( ) i A
1
g est positive donc en zéro et th8+ 5= +00
donc lim g(h) = —oo.
h—0*
Par déduction : lim1 f(x)=-00
X
X -1 +00o
' +
2
f(x) /
6 —00
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