
Cours : probabilités conditionnelles niveau : Tre S

1 Probabilités conditionnelles

1.1 Trois expériences de référence

Considérons la première suivante : nous tirons successivement deux cartes d’un jeu de 32
cartes, en remettant la première carte tirée dans le jeu avant de tirer la seconde.
Soit A l’événement défini par : «la première carte tirée est un 10» et B celui défini par : «la
seconde carte tirée est un 10». Nous la modélisons par un arbre.
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Modifions l’expérience : nous ne remettons plus les cartes tirées dans le jeu mais nous les
posons sur la table, c’est ce que l’on désigne comme «tirage sans remise» par opposition à la
première expérience qui était un «tirage avec remise».
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Une première remarque : dans cette seconde expérience, la probabilité de tirer un 10 comme
seconde carte va dépendre de la première tirée, car si la première est un 10 alors le jeu n’en
comporte plus que 3 et, en tout état de cause, ne comporte plus que 31 cartes.

Considérons une troisième expérience aléatoire consistant à lancer consécutivement deux
fois un dé à six faces.
L’universΩ est constitué de l’ensemble des couples (i , j ), avec i et j appartenant à l’ensemble
[1..6] : il y a donc 36 éléments dansΩ. Intéressons nous à la somme des deux chiffres et soit A
l’événement défini par « le total fait neuf ».

A = {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}

donc

p(A) = 4

36
= 1

9

Soit B l’événement défini par « on obtient 3 au premier lancer », alors

B = {(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)}
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donc

p(B) = 6

36
= 1

6

1.2 Lire les probabilités sur l’arbre

Dans la seconde expérience, posons nous la question de savoir quelle est la probabilité de «
tirer un 10 au second tirage ». Il faut totaliser la probabilité de « tirer un 10 au premier tirage
ET un 10 au second tirage » avec celle de « tirer une autre carte qu’un 10 au premier tirage ET
un 10 au second tirage » :

p(B) = p(A∩B)+p(A ∩B)

La probabilité p(A∩B) se lit facilement au « bout » des branches, c’est la probabilité d’une
feuille.
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Nous avons appliqué une règle dite « des singes ».

La probabilité de la « feuille », c’est à dire l’événement « en bout de branche », est égale
au produit des probabilités « le long de la branche » y menant.

Propriété

♥

Les calculs effectués :

p(A∩B) = 1

8
× 3

31
= 3

248
ou encore p(A ∩B) = 7

8
× 4

31
= 8

248

(
= 1

31

)
Nous savons que la probabilité de l’universΩ vaut 1 donc nous vérifions la règle suivante.

La somme des probabilités des feuilles vaut 1.

Propriété

♥

3

248
+ 28

248
+ 28

248
+ 189

248
= 1

1.3 Probabilité conditionnelle

En comparant les deux premières expériences, nous avons constaté que la probabilité de
réalisation de B après A changeait selon que le tirage est effectué avec ou sans remise.
Pour tenir compte de la réalisation de A dans le calcul de la probabilité de B, nous allons la
noter pA(B), l’indice nous montrant que nous sommes dans le cadre du sous-univers corres-
pondant à la réalisation de A.
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Nous notons pA(B) la probabilité de B dans le sous-univers de A réalisé et nous disons
que c’est la probabilité de A sachant B.

Définition

♥

A

B p(A ∩B)
pA (B)

B p(A ∩B)
pA (B)

p(A)

A

B p(A∩B)
pA(B)

B p(A∩B)
pA(B)

p(A)

Revenons à la troisième expérience pour y calculer pA(B) :
A = {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} et le seul résultat correspondant à un 3 au premier tirage est : (3,6).

Par conséquent : pA(B) = 1

4
.

Ce qui nous permet de remarquer un résultat important :

1

9
× 1

4
= 1

36
ce qui s’interprète p(A)×pA(B) = p(A∩B)

p(A∩B) = p(A)×pA(B) et p(A∩B) = p(B)×pB(A)

ou encore

pA(B) = p(A∩B)

p(A)
et pB(A) = p(B∩A)

p(B)

Définition

♥

1.4 Probabilité totale

Reprenons la seconde expérience. Comment calculer la probabilité d’obtenir un 10 au second
lancer ? Regardons :
– dans un huitième des cas (A réalisé), nous avons trois chances sur trente et une d’obtenir

un 10 au second tirage,
– dans sept huitièmes des cas (A réalisé), nous avons quatre chances sur trente et une d’ob-

tenir un 10 au second tirage,
– au total, nous aurons :

1

8
× 3

31
+ 7

8
× 4

31
= 31

248
soit trente et une chances sur deux cent quarante huit d’obtenir un 10 au second tirage.

Ce calcul est naturellement désigné comme « probabilité totale ».

Quels que soient A et B deux événements : p(B) = p(A∩B)+p(A ∩B)

Plus généralement, si A1, A2,. . . , An forme une partition deΩ, c’est à dire que les événements Ai

sont deux à deux disjoints (incompatibles, tout comme A et A le sont), alors

p(B) = p(A1 ∩B)+p(A2 ∩B)+·· ·+p(An ∩B)

Définition

♥
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1.5 Indépendance de deux événements

Nous avons vu dans les deux expériences avec le tirage de cartes que dans le cas sans remise
la probabilité d’obtenir un 10 au second tirage dépendait du résultat du premier tirage, au
contraire du cas avec remise. Cela nous amène à clarifier la notion d’indépendance de deux
événements.

Deux événements A et B sont dits « indépendants » si et seulement si

p(B) = pA(B) ou encore p(A) = pB(A)

Définition

♥

Par exemple pour les tirages de deux cartes :
– pour un tirage avec remise :

p(B) = 1

8
× 1

8
+ 7

8
× 1

8
= 8

64
= 1

8
donc p(B) = pA(B),

– alors que pour un tirage sans remise :

p(B) = 1

8
× 3

31
+ 7

8
× 4

31
= 31

248
donc p(B) 6= pA(B).

Dans le premier cas, les deux événements A et B sont indépendants mais pas dans le second.

Il est toujours vrai que
pB(A)×p(B) = p(A∩B)

Mais dans le cas où A et B sont indépendants, pB(A) = p(A) et nous pourrons écrire

p(A)×p(B) = p(A∩B)

Compte tenu du risque de confusion, il est préférable de ne retenir que la définition.

Propriété

♥

Reprenons notre expérience de lancer de deux dés.

Nous avons calculé que pA(B) = 1

4
alors que p(B) = 1

6
. . .

Nous en concluons que ces deux événements ne sont pas indépendants.
Alors que si nous examinons la première expérience

pA(B) = 1

8
et p(B) = p(A∩B)+p(A ∩B) = 1

64
+ 7

64
= 8

64
. . .

Les deux probabilités sont égales donc les deux événements A et B sont indépendants (comme
c’est le cas pour tout tirage avec remise).
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