Exercices : probabilités conditionnelles niveau: T S

1 Probabilités conditionnelles

1.1 Pour s’amuser...

Exercice 1

Pour réussir une carriere politique en Corréze, il faut une implantation locale. Dans cette
perspective, un jeune énarque décide d’acquérir un chateau corrézien. Pour se faire connaitre,
il hante les commices agricoles du département. Il a ainsi deux chances sur trois d’étre élu dé-
puté. Si, par dessus le marché, il touche le derriere des vaches, cette probabilité passe a trois
chances sur quatre. Il y a trois chances sur cinq pour que, son conseiller en communication
lui ayant refilé le tuyau, il touche le derriére des vaches.

1. Calculez la probabilité pour qu’il soit élu député.

09/¢¥ : asuodoy
2. Il est député. Calculez la probabilité pour qu’il ait touché le derriere des vaches.

€9/ ¢ : asuodoy

Exercice 2

Marcel est distrait. Quand il part travailler, il oublie parfois de s’habiller et prend le tram-
way entierement dévétu. Quand il a voyagé la veille nu, il voyage nu une fois sur cinq le jour
meéme ; sinon, une fois sur deux.

On note N, I'événement « il voyage le n'*™¢

jour nu » et p, sa probabilité.
1. Exprimez p,+; en fonction de p;,.

01/%dg—¢/1="1*"d : asuodoy
2. Onpose u, =p, —5/13

(a) Exprimez u,+1 en fonction de u,, puis de u; et n.

1—u(01/€=)n = ¥n : esuodoy
(b) Exprimez alors p, en fonction de n.

(c) Montrez que la suite (p,) est convergente et calculez sa limite.

€1/6 : asuodoy

Exercice 3

1. Des études morphologiques de la Vénus de Milo montrent qu’il y a cinq chances sur
sept pour qu’elle soit droitiere et deux chances sur sept pour qu’elle soit gauchere.
Si elle est droitiere, il y a trois chances sur cinq pour qu’elle épluche des carottes et
deux chances sur cinq pour qu’elle dénoyaute des olives. Si elle est gauchere, il y a une
chance sur deux pour qu’elle épluche des carottes et une chance sur deux pour qu’elle
dénoyaute des olives.

Calculez la probabilité pour qu’elle dénoyaute des olives.

2/€ - asuoday

2. Les noyaux trouvés sur le site archéologique de la statue permettent d’affirmer sans
hésiter qu’elle dénoyaute des olives.

Calculez la probabilité pour qu’elle soit gauchere.

¢/1 : asuodaoy
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Exercice 4

Rastatopoulos, célebre poete grec du XX siecle avant GC, nous rapporte 'anecdote suivante.
La Vénus de Milo rangeait ses olives dans trois amphores. Dans la premiére, il y avait 30 olives
vertes et 20 olives noires. Les deux autres amphores contenaient, 'une quatre olives vertes
(Rastatopoulos ne sait plus laquelle), 'autre quatre olives noires (Rastatopoulos ignore évi-
demment de quelle amphore il s’agit).

Un jour d’éclipse totale du soleil, la Vénus de Milo prend, au hasard, une olive de la premiere
amphore, puis la place dans une des deux autres amphores. Elle prend ensuite dans celle-ci
une olive au hasard et le soleil réapparait : 'olive est verte.

Calculez la probabilité pour que la derniere amphore visitée contienne plusieurs olives vertes.
On pourra considérer les événements suivants

- V) : «la premiere olive est verte »

- A: «la deuxieme amphore contenait les quatre olives vertes »

-V, : «la deuxiéme olive est verte »

9¢/€¢ - osuoday

1.2 Passons aux choses sérieuses : les probas au Bac

Exercice 5

On dispose d'un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux faces portent le
numéro 2 et trois faces portent le numéro 3.

On dispose également d'une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant
leslettres L, O, G, A, R, I, T, H, M, E (soit quatre voyelles et six consonnes).

Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premiere étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.

Deuxieme étape :

« sile dé indique 1, il tire au hasard une boule de I'urne. Il gagne la partie si cette boule porte
une voyelle et il perd dans le cas contraire.

« sile dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de l'urne. Il gagne la partie
si chacune de ces deux boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

« sile déindique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne. Il gagne la partie
si chacune de ces trois boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

Ala fin de chaque partie, il remet dans 1'urne la ou les boules tirée(s).

On définit les événements suivants :

D : «le dé indique 1 » D, : «le dé indique 2 »

D3 : «le dé indique 3 » G : «la partie est gagnée ».
A et B étant deux événements tels que p(A) # 0, on note pp (B) la probabilité de B sachant que
A est réalisé.

1. (a) Déterminer les probabilités pp, (G), pp,(G), et pp,(G)

23
b) Mont 1 G =——
(b) Montrer alors que p(G) 130
2. Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le

dé.

Exercice 6

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples constitué de six questions; chacune com-
porte trois réponses, une seule est exacte. On notera sur la copie uniquement Ia lettre corres-
pondant a la réponse choisie.
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Un lecteur d'une bibliothéque est passionné de romans policiers et de biographies. Cette
bibliothéque lui propose 150 romans policiers et 50 biographies.

40 % des écrivains de romans policiers sont francais et 70 % des écrivains de biographies sont
francais.

Le lecteur choisit un livre au hasard parmi les 200 ouvrages.

1. La probabilité que le lecteur choisisse un roman policier est :

1
150

2. Le lecteur ayant choisi un roman policier, la probabilité que I'auteur soit francais est :

a. 04 b. 0,75 C.

a. 0,3 b. 08 c. 04

3. La probabilité que Ie lecteur choisisse un roman policier francais est

a. 1,15 b. 0,4 c. 03

4. Laprobabilité que le lecteur choisisse un livre d'un écrivain francais est :

a. 09 b. 0,7 c. 0,475
5. Laprobabilité que le lecteur ait choisi un roman policier sachant que I’écrivain est fran-
caisest:
4 12
— b. — c. 03
150 19

6. Le lecteur est venu 3 fois a la bibliotheque ; la probabilité qu’il ait choisi au moins un
roman policier est :

a. 1-(0,25)° b. 3x0,75 c. 0,75x(0,25)3

Exercice 7

On considere trois urnes Uy, Uy, et Us.

Lurne U; contient deux boules noires et trois boules rouges; 'urne U, contient une boule
noire et quatre boules rouges; 'urne U3 contient trois boules noires et quatre boules rouges.
Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de U; et une boule de Uy, a les mettre
dans Us, puis a tirer au hasard une boule de Us.

Pour i prenant les valeurs 1, 2 et 3, on désigne par N;, (respectivement R;) 'événement « on
tire une boule noire de I'urne U; » (respectivement « on tire une boule rouge de I'urne U; »).

1. Reproduire et compléter ’arbre de probabilités suivant :
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2. (a) Calculer la probabilité des événements N; NN, N N3, et Ny nRy N Ns.
(b) En déduire la probabilité de I’événement N; N N3.
(c) Calculer de fagon analogue la probabilité de I'événement Ry N Nj.

3. Déduire de la question précédente la probabilité de I'événement N3.

4. Les événements N; et N3 sont-ils indépendants ?

5. Sachant que la boule tirée dans U3 est noire, quelle est la probabilité que la boule tirée
de U, soit rouge ?

Exercice 8

On note pa(B) la probabilité conditionnelle de I'événement B sachant que I'événement A est
réalisé.
Une urne contient 4 boules rouges et 2 boules noires indiscernables au toucher.

1. On effectue au hasard un tirage sans remise de deux boules de 'urne.
On note Ag I'événement ; « on n'a obtenu aucune boule noire »;
On note A; I’événement : « on a obtenu une seule boule noire »;
On note A, I'événement : « on a obtenu deux boules noires ».
Calculer les probabilités de Ag, A; et Ap.

2. Apres ce premier tirage, il reste donc 4 boules dans I'urne.
On effectue a nouveau au hasard un tirage sans remise de deux boules de 'urne.
On note By I'événement : « on n’a obtenu aucune boule noire au tirage n° 2 »
On note B; 'événement : « on a obtenu une seule boule noire au tirage n°® 2 »
On note B, 'événement : « on a obtenu deux boules noires au tirage n° 2 »

(a) Calculer pa,(Bo), pa, (Bo) et pa, (Bo).
(b) En déduire p(By).
(c) Calculer p(By) et p(B»).

(d) On aobtenu une seule boule noire lors de ce second tirage. Quelle est la probabi-
lité d’avoir obtenu une seule boule noire lors du premier ?

3. On consideére I'événement R : « il a fallu exactement les deux tirages pour que les deux
boules noires soient extraites de I'une ».

1
Montrer que p(R) = 3

Exercice 9

Un joueur dispose d'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6,
et de trois urnes U;, U, et U3 contenant chacune k boules, o1 k désigne un entier naturel
supérieur ou égal a 3.

1l y a trois boules noires dans I'urne U;,deux boules noires dans 'urne U, et une boule noire
dans I'urne Us, et toutes les autres boules contenues dans les urnes sont blanches.

Les boules sont indiscernables au toucher.

Une partie se déroule de la facon suivante :

le joueur lance le dé,

« s'il obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule dans I'urne U, note sa couleur et la
remet dans 'urne Uj ;

« g’il obtient un multiple de trois, il prend au hasard une boule dans'urne U,, note sa couleur
etlaremet dans 'urne U, ;

¢ sile numéro amené par le dé n'est ni le 1 ni un multiple de trois, il prend au hasard une
boule dans 'urne Us, note sa couleur et la remet dans I'urne Us.

On désigne par A, B, C, et N les événements suivants :
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A:«Ledé amenele numéro 1 »;

B : « Le dé améne un multiple de trois »;

C: «Le dé améne un numéro qui n’est ni le lui un multiple de trois »;
N : « La boule tirée est noire ».

1. Lejoueur joue une partie.

(a) Montrer que la probabilité qu’il obtienne une boule noire est égale a A

(b) Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la boule tirée est noire.

(c) Déterminer k pour que la probabilité d’ obtenir une boule noire soit supérieure a
1

E.
1
(d) Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule noire soit égale a 30

2. Dans cette question, k est choisi pour que la probabilité d’obtenir une boule noire en

1
jouant une partie soit égale a 30

Le joueur joue 20 parties, indépendantes les unes des autres.

Calculer, sous forme exacte puis arrondie a 1073, la probabilité qu'il obtienne au moins
une fois une boule noire.

Exercice 10

1. Une urne contient quatre jetons numérotés de 1 a 4.

On tire au hasard un jeton de l'urne, on lit le numéro, noté a, porté sur le jeton, puis on
remet le jeton tiré dans l'urne.

On tire ensuite un deuxieme jeton de 'urne et on note b le numéro du jeton tiré.
Onnote P(a,b) =a(l1+b)-5+b(1-a)

Montez que la probabilité que P(a,b) soit nul est égale a 1/4.

2. Deux personnes A et B jouent au jeu suivant, constitué d'un certain nombre de parties
identiques décrites ci-apres : au cours d’'une partie, chaque joueur effectue le tirage de
deux jetons décrit dans la premiére question.

Si A obtient un P(a,b) nul et B un P(a,b) non nul, A est déclaré vainqueur et le jeu
s’arréte.
Si A obtient un P(a,b) non nul et B un P(a,b) nul, B est déclaré vainqueur et le jeu
s’arréte.

Dans les autres cas, les joueurs entreprennent une nouvelle partie ; le jeu continue.
Pour tout entier n, on désigne par :

— A, I'événement : « A gagne la n®™® partie »
— B, I'événement : « B gagne la n®™° partie »
- C, l'événement : «le jeu continue apres la n

éme

®Me partie »

(a) Calculez les probabilités p(A;), p(B1) et p(Cy).

(b) Exprimez p(C;+1) en fonction de p(C;,) et montrez que

cn=(2)
p\Ln) = s

(c) Exprimez p(A,+1) en fonction de p(C;) et montrez que

3 5 n—1
pAy) = 6 (g)
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3. (a) Déterminez lalimite de p(A,) quand 7 tend vers +oo.

(b) Déterminez le plus petit entier n tel que p(Aj) soit inférieur ou égal a 0,01.

Exercice 11

Une variante de I'exercice précédent utilisant le calcul intégral

1. Lebut de cette question est de déterminer la probabilité que la somme de deux nombres
choisis au hasard dans l'intervalle [0,1] ne dépasse pas 1 et que le produit fasse au plus
2/9.

(a) Dans un repére orthonormé d’'unité 10cm, construisez la droite (D) d’équation
y =—x+1etla courbe (C) d’équation y = 92—x.

(b) Hachurez la partie du plan & = {x€[0,1], y€[0,1] | x+ yi.el et xyi.e2/9}.

(c) Déterminez les coordonnées des points d’intersection de (D) et (C).

(d) Montrez que 'aire of de & vaut % + %an u.a.

o

(e) Enremarquantque la probabilité p cherchée vaut o0,

probabilité dépend-elle de I'unité choisie ?

calculez p. Cette

2. Jouons : on choisit au hasard et successivement trois couples de nombres compris
entre 0 et 1. On gagne lorsque deux au moins des couples satisfont la condition de
la question 1).

Calculez la probabilité m de gagner une partie en fonction de p.
3. Deux personnes A et B jouent a ce jeu.

Si A gagne une partie et B perd, A est déclaré vainqueur.

Si A perd une partie et B gagne, B est déclaré vainqueur.

Dans les autres cas, ils recommencent a jouer.

On note

A, I'événement : « A est déclaré vainqueur apres la n® partie ».

B, I'événement : « B est déclaré vainqueur apres la n® partie ».

Cp I'événement : « le jeu continue apres la n® partie ».

(a) Calculez p(Ay), p(B1) et p(Cy).
(b) Exprimez p(Cj;+1) en fonction de p(C,,).

(c) Déduisez-en que (Cp)xen €st une suite géométrique et exprimez p(C,) en fonc-
tion de n et p(Cy).

Donnez une valeur approchée 2 10! prés de p puis de n. Calculez alors ’}im Cp.
—00

(d) Exprimez p(A;+1) en fonction de p(C;,) et déduisez-en p(A,) en fonction de n.

Exercice 12

Amélie est en vacances dans une tres grande métropole. Elle doit traverser cette ville en sui-

vant 'avenue principale, qui est jalonnée de nombreux feux tricolores.

Pour tout entier naturel n = 1, on note E;, I'événement : « Amélie est arrétée par le n¢ feu

rouge ou orange » et E,, 'événement contraire (le feu orange est considéré comme un feu

rouge).

Soit p,, la probabilité de E, et g, celle de E,,. La probabilité que le premier feu tricolore soit

rouge ou orange vaut 1/8.

On suppose que les deux conditions suivantes sont réalisées

- la probabilité que le (n + 1)¢ feu tricolore soit rouge ou orange, si le n¢ feu est rouge ou
orange, vaut 1/20.

- la probabilité que le (n + 1)¢ feu tricolore soit rouge ou orange, si le n¢ feu est vert, vaut
9/20.
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1. Ons’intéresse tout d’abord aux deux premiers feux tricolores. Complétez un arbre pon-
déré rendant compte de la situation.

2. On se place maintenant dans le cas général.

(a) Donnez les probabilités conditionnelles pg, (Ej+1) et pE(E,Hl).
(b) EnremarquantqueE; 1 = (E;+1NER)UE41 ﬂE_n), montrez que, pour tout n € N*

1

9
= — + —
Pn+1 zopn Zan

(c) Déduisez-en I'expression de p,+1 en fonction de p,,.

3. Soit (u,) la suite de nombres réels définie pour tout n € N* par u, = 28p, — 9.
(a) Montrez que (u,) est géométrique et déterminez sa raison.
(b) Exprimez u; puis p, en fonction de n.

(c) Déterminez la limite, si elle existe, de p, lorsque n tend vers +oo. Interprétez ce
résultat.

Exercice 13

On considere I'ensemble E = {0,1,2,3,4,5,6,7}.

Avec deux chiffres distincts x et y de E on crée un unique domino simple noté indifféremment
[x,y] ou [y,x].

Avec un chiffre z de E, on forme un unique domino double noté [z,z].

1. Combien de dominos peut-on ainsi créer ?
2. On tire au hasard un domino.
(@) Quelle est la probabilité d’obtenir un domino constitué de chiffres pairs ?
(b) Quelle estla probabilité d’obtenir un domino dont la somme des chiffres est paire ?

3. Ontire au hasard et simultanément deux dominos.

Un éleve affirme : « la probabilité d’obtenir un domino double et un simple dont I'un
des chiffres est celui du domino double est égale a 4/45 ».

Son affirmation est-elle vraie ou fausse ?

Exercice 14

On dispose de deux urnes a et b contenant des boules blanches ou rouges indiscernables au
toucher. L'épreuve consiste a choisir une urne parmi les urnes a et b proposées (le choix de
l'urne est effectué au hasard, les deux choix sont équiprobables), puis a effectuer lle tirage
d’une boule dans I'urne choisie.

On note A 'événement « I'urne a est choisie », B I’événement « I'urne b est choisie » et R
I'événement « une boule rouge est obtenue au tirage ».

On note pa(R) la probabilité conditionnelle de I'événement R par rapport a 'événement A.

1. Dans cette question, 'urne a contient une boule rouge et quatre boules blanches, I'urne
b contient quatre boules rouges et deux boules blanches.

(a) Déterminez les probabilités p(A), pa(R), p(ANR).
(b) Montrez que p(R) =13/30.

(c) Sachant quelaboule obtenue est rouge, quelle est la probabilité que 'urne choisie
soit'urne a?

2. Dans cette question , I'urne a contient quatre boules blanches, 'urne b contient deux
boules blanches. Lurne a contient en outre n boules rouges et 'urne b en contient
(5—n), ol n désigne un entier naturel inférieur ou égal a 5.

(a) Exprimez pa(R) et pg(R) en fonction de n.
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(b) Montrez que
-n®+4n+10

R=———
PR = Gima—n
(c) On sait que n ne prend que six valeurs entiéres.

Déterminez la répartition des cinq boules rouges entre les urnes a et b donnant
la plus grande valeur de p(R).

Merci a Téhessin le Rézéen alias G Connan pour son tapuscrit.
http://tehessin.tuxfamily.org/
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