Cours : le logarithme néperien niveau : Tre S

Nous avons appris a résoudre les équations de la forme e* = e, a étant un réel
donné, mais dans le cas général, pour un m > 0 donné, on ne sait pas résoudre
I’équation e* = m... ou du moins nous en sommes restés a une recette de cuisine.

[1 Le logarithme ]

Exercice
Soit un réel m, discuter du nombre de solution de I’équation exp(x) = m en fonction du m.

La fonction In est la fonction définie sur |0 ; +ool par la relation

y=In(x) < exp(y) = x.

On dit que exp et In sont deux fonctions réciproques 'une de I'autre.

\. J

~
— Pourtout x>0 exp(n(x))=ux
- PourtoutxeR In(exp(x)) =x

2 Représentation graphique ]

On note 6, et 6exp les courbes représentatives respectives de In et de exp.
1. Montrer que M(a; b) € Gexp <= N(b; a) € Gp.
2. En déduire la transformation permettant de construire 6}, a partir de Gexp.

3. Construire 6}, a partir de Gexp sur la figure 1 de la page 2. Vérifiez graphiquement que
In(1) =0.

[3 Conjecture ]

A partir du graphique 1, émettre une conjecture sur :
1. la continuité de In sur son domaine de définition;
. le sens de variation de la fonction In;

2
3. les limites aux bornes de son domaine de définition;
4

In(x)

. lalimite de = au voisinage de +oo (comparer 6, et A).

(4 Etude delafonction )
(4.1 Domaine de définition )
Propriété
La fonction In est définie sur ... ]
Exercice

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction g définie par g(x) =In(x +1).
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FIGURE 1 - Construction de la courbe du logarithme népérien
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(4.2 Dérivabilité et continuité ]

Propriété

La fonction In est continue et est dérivable sur ]0; +ool.

Démonstration
Le but est de démontrer que pour tout x > 0, le nombre dérivé de In en x existe.

Par construction, «<M(x; y) € 61, $si N(y; x) € Gexp».

1. Soit d une droite du plan. Donner un vecteur directeur de d’, image de d par la symétrie
d’axe A d’équation y = x (faire un dessin, conjecturez, prouvez).

2. Soit d une droite du plan de coefficient directeur a non nul. Donner le coefficient di-
recteur de d’, image de d par la symétrie d’axe A (illustration avec Geogebra).

3. Pour tout a € R, on considére N(a; b) point de Gexp.
(a) Donner le coefficient directeur de la tangente a Gexp au point N. Peut-il étre nul ?
(b) En déduire que tout point M de %6}, admet une tangente non verticale.

4. En déduire la dérivabilité de In puis sa continuité sur ]0; +oo[ (illustration avec Geoge-
bra).

Propriété

On a pour tout x > 0,

1
In'(x) = =.
X
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Démonstration
Utiliser le fait que exp(In(x)) = x pour x > 0.

Propriété |

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; +oo.

\. J

Le logarithme népérien est I'unique primitive de x — % sur ]0; +oo[ qui s’annule en 1.
Pour tout x>0, 0n a

X1
ln(x):f —dt.
1t

(4.3 Limite aux bornes du domaine de définition ]

Propriété

lim In(x) = +oco.
X—+00

Démonstration
On doit démontrer que pour tout réel A > 0 fixé, I'intervalle ]A; +oo[ contient tous les nombres
In(x) pour x assez grand, c’est-a-dire qu'’il existe un réel M tel que si x > M alors In(x) > A.

Soit A > 0 fixé, vérifiez que M = e” convient. Conclure.

Propriété

lim In(x) = —oo.

x—0"

Démonstration

Aide : Utiliser la propriété précédente en effectuant le changement de variable X = %

[4.4 Tableau de variations et asymptote ]
(4.4.1 Tableau de variations ]
page 150

X 0 +00

1

* +

+00
In(x) /
—0o0

ex 31 3542
page 163

Propriété

Pour tout a et b strictement positifs,

a=b < In(a) =In(b)
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(4.4.2 Asymptote ]

|

La droite d’équation x = 0 est une asymptote a 6}, au voisinage 0.

5 Regles opératoires ]

page 148

Théoreme \

Pourtouta>0etb>0,0na:
- In1)=0

~ In(ab) = In(@) +In(b) - In(%) =In(a) - In(b) 0

- In(1)=-In(a) - In(a™) = nln(a) pourneN

\. J

ex 14 a 19
Démonstration page 162,
Pour prouver que In(ab) = In(a) +1n(b), étudier la fonction ¢ : x — In(ax) — (n(a) +1In(x)). (rte- 21 22 24
marque : on peut utiliser aussi le fait que 'exponentielle transforme une somme en produit) a 26 page

162, 28 a
30 page
[6 Autres propriétés ] 163
[6.1 Quelques limites ]
Théoreme
Pour tout n € N*¥,
. Inx
lim — =0.
x—+oo xN
On dit que a l'infini les puissances de x l'emportent sur le logarithme.
Démonstration
1. En utilisant le fait que xlil}l &x(x) = +o0 et un changement de variable judicieusement
—+00
choisi, montrer que lim ln% =0.
X—+00
2. En déduire que pour tout entier naturel » non nul, xlirP h;# =0.
—+00
Propriété
Pour tout n € N,
lim (x"Inx)=0.
x—0*
On dit que en zéro les puissances de x l'emportent sur le logarithme.
Démonstration
_1
PoserX =
Propriété
In(1+h
lim 2y
h—0 h
ex 47 a 49
page 164
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Démonstration
Utiliser la définition du nombre dérivé delnen x =1

Remarque
La fonction & — h est la plus simple approximation affine de la fonction & — In(k + 1) au
voisinage de zéro. On en tire I'approximation numérique :

In(1+h) = h pour h proche de 0.

(6.2 Dérivées ]

‘
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, 1a fonction x —
In(u(x)), est dérivable surIeton a:

/

_w
(In(w)' = o

\. J

Démonstration
Utiliser la dérivée de uo v.

[6.3 Equation fonctionnelle ]

Théoreme \

Les fonctions f dérivables sur ]0; +oo[ qui vérifient pour tout a et b

f(ab) = f(a) + f(b)

sont les fonctions x — k x In(x) ou k € R.

[7 Logarithmes en base a ]

La fonction logarithme en base a, entier naturel, est la fonction notée log, définie sur
R** par
In(x)

IOga(JC) = m

\. J

m )

La fonction logarithme en base 10 est la fonction notée log définie sur R** par

In(x) Q

In(10)

\. J

log(x) =

Exercice
Faire I’étude de la fonction log.
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