
Cours
La continuité TS

1 Notion de continuité sur un intervalle

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a ∈ I.
• f est continue en a si lim

x→a
f (x) = f (a) (ou lim

h→0
f (a +h)= f (a)) ;

• f est continue sur I si pour tout a ∈ I, f est continue en a.
Si f n’est pas continue en a, on dit qu’elle est discontinue en a.

Définition

Remarque
Dire que f est continue en a signifie donc que tout intervalle ouvert contenant f (a) contient
tous les nombres f (x) pour x assez proche de a.

Exemple

Soit f : x �−→ 1

x
définie sur R∗,

• f est continue sur ]−∞;0[ ;
• f est continue sur ]0;+∞[.

Remarque
Il est évident qu’une fonction continue en a est définie en a mais la réciproque est fausse.

Exemple
La fonction partie entière E, définie sur R par
E(x) =n où n ∈Z avec n � x <n +1.
• on a E(4,1) = 4 et E(−4,1) =−5 ;
• la représentation graphique de E est une
fonction en escalier ;
Montrons que E n’est pas continue en 1 :

1. on a E(1) = 1 ;
2. lim

x→1
x<1

E(x) = 0 ;

3. lim
x→1
x>1

E(x) = 1.

La limite à droite et la limite à gauche de 1
étant différentes, la fonction E n’admet pas de
limite en 1 ; elle n’est donc pas continue en 1.
De façon générale, E n’est pas continue pour
x ∈Z et continue pour x �∈Z.
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Remarque (Interprétation graphique)
Lorsque f est continue sur un intervalle [α,β], on peut tracer sa courbe «sans lever le crayon».

Remarque (une fonction monstre)
Attention au sens «sans lever le crayon» :

La fonction f définie sur R par

{
x si x ∈Q

0 sinon
n’est pas continue alors que sa représentation

graphique semble être tracée «sans lever le crayon»car la distance entre deux rationnels est
aussi petite que l’on veut.

Remarque
Dans les tableaux de variations, les flèches obliques traduisent la continuité et la stricte mo-
notonie de la fonction sur l’intervalle considéré.
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2 Propriétés

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et λ ∈ R. Les fonctions f + g ,
λ f et f g sont aussi continues sur I.

Si de plus g est non nulle sur I alors
1

g
et

f

g
sont continues sur I.

Propriété Règles opératoires

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue définie sur
un intervalle J contenant f (I). La fonction g ◦ f est continue sur I.
Rappel de notation : g ◦ f (x) = g

(
f (x)

)
Propriété

Les fonctions construites à partir de fonctions polynômes, trigonométriques sont conti-
nues.

Propriété

Soit f une fonction continue en a et (un) une suite convergente vers a tel que tous les un

soient dans l’ensemble de définition de f (i.e pour tout n, f (un) existe). Alors la suite
des termes f (un) converge vers f (a).

Propriété

Démonstration
On doit montrer que tout intervalle ouvert contenant f (a) contient tous les f (un) à partir
d’un certain rang.

Soit I un intervalle ouvert contenant f (a).
Comme f est continue en a, on sait que I contient tous les f (x) pour x assez proche de a ;
c’est-à-dire qu’il existe un ouvert J contenant a tel que pour tout x ∈ J, on a f (x)∈ I.
Comme (un) converge vers a, on sait que cet intervalle J, contenant a, contient tous les un à
partir d’un certain rang.
On en déduit alors qu’à partir de ce rang, on a un ∈ J et qu’alors f (un) ∈ I. Donc, I contient
tous les f (un) à partir d’un certain rang.cqfd

Remarque

L’idée est que l’on peut intervertir limite et fonction, c’est-à-dire lim
n→+∞ f (un) = f

(
lim

n→+∞un

)
Exemple
Soit u la suite définie par un = 1

n et f : x �→	
x.

Comme lim
n→+∞

1

n
= 0 et que f est continue en 0, on en déduit que lim

n→+∞

√
1

n
=	

0 = 0.

Remarque
La notion de continuité est importante !
Soit v la suite définie par vn = E

(
1− 1

n

)
.

Pour tout n > 0, on a 0 � 1− 1
n < 1 donc pour tout n > 0, E(1− 1

n ) = 0.
On en déduit que lim

n→+∞vn = 0.

Par contre, lim
n→+∞

(
1− 1

n

)
= 1 et E(1) = 1 (E n’est pas continue en 1 et on ne peut donc pas

utiliser la propriété).
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Ici, on ne peut donc pas «permuter».

Soit une suite (un)n définie par son premier terme et la relation de récurrence

un+1 = f (un) ,

où f est une fonction continue.
Si (un) converge vers un réel l alors l vérifie f (l )= l . (l est un point fixe de f )

Propriété

Démonstration
On a
• lim

n→+∞un = lim
n→+∞un+1 = l ;

• lim
n→+∞ f (un) = f (l ) car f continue et (un) converge vers l .

Comme un+1 = f (un), par passage à la limite, on obtient l = f (l ).
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