Cours
Limites de fonctions TS

1 Limite au voisinage de +oo ]

'—M Limite finie en +o0
Soit [ un réel. Dire que f(x) a pour limite / au voisinage de +oo signifie que tout inter-
valle ouvert contenant / contient aussi toutes les valeurs de f(x) pour x assez grand.

[ =
lel
-

ssix>Aalors f(x) el

Y

A

FIGURE 1- lim f(x)=1
X—+00

Propriété Interprétation graphique

Si xliIP f(x) = avec [ réel alors la droite d’équation y = [ est une asymptote horizon-
—+00
tale ala courbe de f au voisinage de +oo.

Exemple

1. xlh—P % =0 et la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe de f au voisinage de
—+00

+oo0 (la droite est toujours en dessous de la courbe sur [0; +00[) ;

2. liIP _71 = 0 et la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe de f au voisinage
X—+00

de +oo (la droite est toujours au dessus de la courbe sur [0; +o0l) ;

3. lim %)
" x—4o00 X

de +oo (la courbe coupe la droite en une infinité de points).

=0 et la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe de f au voisinage
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B Définition | Limite infinie en +oo ———

Dire que f(x) a pour limite +oo (resp —oo) au voisinage de +oo signifie que tout inter-
valle ouvert de la forme ]A; +ool (resp. ] — oco; —A[) contient aussi toutes les valeurs de
f(x) pour x assez grand.

Cr

:si x> aalors f(x) €]A; +oo|

FIGURE 2 - lim f(x)=+o0
X—+00

J

\.

Interprétation graphique ——,

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de la forme ]A; +ool. S’il existe deux réels

a et b tels que f(x) - (ax+ b) = g(x) avec xlirP g(x) = 0 alors la droite A d’équation
—+00

¥y = ax+ b est une asymptote oblique a la courbe de f au voisinage de +oo.

\.

Exemple
Lacourbede f:x— x+2+ % admet une asymptote oblique d’équation y = x+2 au voisinage

de +oo et au voisinage de —oo.

FIGURE 3 — Asymptote oblique

Propriété

La limite en +oo d'un polyndme est égale a la limite en +co de son monoéme de plus
haut degré.
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La limite d'une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) en +oo est égale a

la limite en oo du quotient des mondmes de plus haut degré du numérateur et du
dénominateur.

TD1
TD4
] nl4p52

35p55

2 Limite au voisinage d’'un réel a

Limite infinieen a

Dire que f(x) a pour limite +oco (resp. —oo) au voisinage de a signifie que tout intervalle
ouvert de la forme ]A; +oo[ (resp. ] — co; —A[) contient aussi toutes les valeurs de f(x)
pour x assez proche de a.

4
x proche de a

FIGURE 4 - )lcin}l fx)=+0c0

Interprétation graphique ——,

Si lim f(x) = oo alors la droite d’équation x = a est une asymptote verticale a la courbe
X—a

de f.

\. J

,—m Limite finieen a ———
Soit [ un réel. Dire que f(x) a pour limite / au voisinage de a signifie que tout intervalle
ouvert contenant / contient aussi toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a.

\. J

Exemple _

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = sin(x) .Ona
. .. sin(x)-0
T A "

sin(x) —sin(0)

= lim
x—0 x—0
=cos(0) par définition du nombre dérivé
=1.
Donc
sin(x
lim ) =1
x—0 X
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FIGURE 5 — lim 82 — 1
x—0 ¥

19p53
TD3

R N 18p52
[3 Limites et ordre )

Compatibilité avec l'ordre ——,
Soit a un réel, +oo ou —oco.

Soit f et g deux fonctions telles que )lgg fx)=1let )1611121 gx)=1.
Si f(x)<g(x)alorsl<l'

\. J

m Théoréme des gendarmes ———

Soit trois fonctions f, g et ki telles que f(x) < g(x) < h(x) au voisinage de a (réel ou +o0).
Si les fonctions f et h ont la méme limite finie [ au voisinage de a, alors g a pour limite
[ au voisinage de a.

Y

FIGURE 6 — Théoreme des gendarmes

Démonstration (A connaitre)
On démontre ce théoréme dans le cas particulier de +oo.

Soit I un intervalle ouvert contenant /, on doit montrer que I contient tous les réels g(x) pour

x assez grand. Par hypothese,

. liIP f(x) =1 donc I contient tous les réels f(x) pour x assez grand, plus précisément, il
X—+00

existe unréel A tel que si x > A alors f(x) € L.
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o lirp h(x) = [ donc I contient tous les réels h(x) pour x assez grand, plus précisément, il
X—+00

existe unréel B tel que si x > B alors h(x) € L.

B A C

FIGURE 7 — Démonstration du théoréme des gendarmes

Posons N = max(A;B) alors pour x >N, ona f(x)elet h(x) el

Dire que f(x) < g(x) < h(x) au voisinage de +o0, signifie qu’il existe un réel C tel que pour
x>C,ona f(x) < g(x) < h(x).

Posons M = max(N;C) alors pour x >M, ona f(x) €I, h(x) el et f(x) < g(x) < h(x).

On en déduit que pour x > M, on a g(x) € I; c.-a-d. que I contient les réels g(x) pour x assez
grand.

Exemple

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = xsin(1).

Pour tout x >0,0ona—-x < f(x) < x.

Comme ]Clir{)l+ xX= xli_{g (—x) =0, on en déduit que xh_% fx)=0.

De méme pour x < 0, on obtient lir{)l fx)=0.
Pt

Donc lim f(x) = 0.
x—0

Corollaire du théoreme des gendarmes
Soit deux fonctions f et g telles que f < g au voisinage de a (réel ou +oo0),
e si )lcirrtllf(x) = +oo alors )lclrrcll g(x) = +o0;

o si )lcl_r}}l g(x) = —oo alors )lclilglf(x) = —o00.

32p54
24p53
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