Cours : limites de suites niveau : TS

(1 Suite majorée, minorée ou bornée ]

Soit (u;) une suite numérique. On dit que :

— la suite est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout n, on ait u, < M.

— la suite est minorée s’il existe un réel m tel que pour tout #n, on ait m < u,.

— la suite est bornée s'il existe deux réels m et M tels que pour tout n, m < u, <M.

\.

Remarque
Une suite majorée (resp. minorée) admet une infinité de majorants (resp. minorants).

Exemple
La suite (u) définie par u, = % estbornée parOet 1.

[2 Limite de suites )

[2.1 Limite égale a +oo ]

Une suite admet pour limite +oo si tout intervalle ouvert de type ]A ; +oo[ contient tous
les termes de la suite a partir d'un certain rang p.
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FIGURE 1 - Une suite ayant pour limite +oco

Propriété

Toute suite croissante non majorée admet pour limite +oco.

Démonstration (A connaitre)
Soit A > 0 donné. Montrons qu’a partir d'un certain rang p, les termes de la suite appar-
tiennent a I'intervalle A ; +oo[

Comme la suite n’est pas majorée, il existe un entier p tel que u, > A.
Comme la suite est croissante, pour tout 7> p, on a u, > up.
Donc, pour tout > p, on a u, > uy, > A alors, pour tout n > p, on a bien u, > A.
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Cours : limites de suites niveau : TS

[2.2 Suite convergente )

Une suite converge vers un réel [/ si tout intervalle ouvert I contenant / contient aussi
tous les termes de la suite a partir d'un certain rang p.

Up

up€lpourn=8

R

| |
T T
01 23456 7 8 91011121314151617 1819 2021

FIGURE 2 - Une suite convergente

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Exemple
Les suites définies par u,, = (-1)" et v, = n® divergent.

Remarque
Une suite admettant une limite n’est pas forcément convergente, il faut aussi que la limite
soit finie.

Propriété

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Notons [ la limite de cette suite.Soit I =]a ; [ un intervalle contenant /; d’apres la définition
d’une suite convergente, a partir d'un rang p, si n = p alors u, € L.

L'ensemble des nombres uy, u1, uz,...,u,-1 est fini donc parmiles ug, uy, uz,...,up-1, il existe
un minimum et un maximum; notons les aet b. Onadoncpourn< p—-1, u, € [a; bl.

Un
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FIGURE 3 — Démonstration : une suite convergente est bornée
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Posons m =min(a; a) et M =max(; b).
On a alors, pour tout n entier, u, € [m ; M] donc toute suite convergente est bornée.

Exemple
La suite de terme général u;, = ﬁ converge donc est bornée. Ona0 < u, < 1.
Remarque

A\ Laréciproque est fausse. Par exemple la suite de terme général u, = (—1)" est bornée mais
pas convergente. Il en est de méme pour celle de terme général u,, = cos(nmn).

[3 Les théorémes importants ]
z Important
Toute suite croissante majorée est convergente. @
Démonstration
Admis
Toute suite décroissante et minorée est convergente. @
Exercice

On définit la suite (u,) par: u, = vn+1-/n.
1. Déterminer le sens de variations de cette suite.
2. Etudier cette suite avec la calculatrice et conjecturer sur sa possible convergence.

3. Démontrer et préciser la conjecture formulée.

Exercice

P . PP 3n
On veut étudier la convergence de la suite définie par: VrneN wv,=E Y

3
1. Montrerque: 3—-——<3
n+1

3
2. Montrerque: Vn=2 3- =2
n+1

3. Conclure sur les variations et la convergence de la suite.

(4 Les théorémes de comparaison ]

,_M Théoréme des gendarmes

Soit trois suites (1), (v,) et (wy,) telles que u, < v, < w, pour tout entier n a partir
d’un certain rang. Si les suites (u;) et (w;) convergent toutes les deux vers le méme réel
1, alors la suite (v,) est convergente et converge vers /.
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Exemple
Soit u la suite définie sur N par u,, =
1

Comme pour tout 7, on a —1 < sin(n) < 1, on en déduit que _71 Sup<y
Etant donnée que lim =! = lim 1 =0, onen déduit que u converge vers 0.
n—+oo "  n—+oo

sin(n)
-

Corollaire du théoreme des gendarmes
Soit deux suites (u;) et (vy) telles que u, < v, pour tout entier n a partir d'un certain
rang,
- si lim wu,=+occalors lim v, =+o0;
n—+oo n—+oo
- si lim v, =-occalors lim u, = —oco.
n—+oo n—+oo

Exercice
On considere une suite (u,,), définie sur N dont aucun terme n’est nul. On définit alors la suite

(vp) surNpar v, = —.
Up
Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration

pour la réponse indiquée.

1. Si (u,) est convergente, alors (v;,;) est convergente.

2. Si (uy,) est minorée par 2, alors (v;) est minorée par —1.
3. Si (u,) est décroissante, alors (v;,) est croissante.
4

. Si (uy) est divergente, alors (v,) converge vers zéro.

Exercice
Etudier la convergence de la suite définie par :

MER uyy=—e* np=1
n

[5 Suite définie par une fonction ]

(Rappel) Soit (1) une suite définie par la formule explicite u,, = f(n).
Si xlir+n f(x) =1 avec I réel ou [ infini, alors nlirP u,=1.
— 400 —+00

Remarque
A\la réciproque est fausse.
La suite (sin(nm)) converge vers 0 alors que la fonction f : x — sin(nx) n'admet pas de limite.

Admis
Soit une suite (1), définie par son premier terme et la relation de récurrence v, =
f(uy), ou f estune fonction continue.
Si (u,,) converge vers un réel [ alors [ vérifie f (/) = [. (I est un point fixe de f)

Exemple

Soit (u,) la suite définie par uy = k et uy41 = u,% + 1. Si la suite converge vers un réel [ alors /
est une solution de I'équation [ = [? + 1.

Cette équation n'admet pas de racine réelle donc la suite ne converge pas.
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Exercice
On considere la fonction f définie sur l'intervalle | —1; +oo| par:

B In(1+ x)

f)=x 1+x

La courbe ¥ représentative de f a compléter est donnée ci-dessous.

Partie A : Etude de certaines propriétés de la courbe €

1. Onnote f’la fonction dérivée de f. Calculer f’(x) pour tout x de l'intervalle ] -1 ; +ool.
2. Pour tout x de l'intervalle ]| —1; +ool, on pose N(x) = (1+ x)2—-1+In( + x).
Vérifier que I’on définit ainsi une fonction strictement croissante sur ] —1; +ool.
Calculer N(0). En déduire les variations de f.

3. Soit 2 la droite d’équation y = x. Calculer les coordonnées du point d’'intersection de
la courbe ¥ et de la droite 2.

Partie B : Etude d’une suite récurrente définie a partir de la fonctionf

1. Démontrer que si x € [0; 4], alors f(x) € [0; 4].

2. On consideére la suite (u;,) définie par :

Up = 4et
Up+1 = f (uy) pourtout n de N.

(a) Sur le graphique de 'annexe 2, en utilisant la courbe ¥ et la droite &, placer les
points de € d’abscisses ug ,u;, Uy et us.

(b) Démontrer que pourtoutndeNona: u,€|[0; 4].

(c) Etudier la monotonie de la suite (u,,).

(d) Démontrer que la suite (1) est convergente. On désigne par ¢ sa limite.

(e) Utiliser la partie A pour donner la valeur de ¢.

y

N
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(6 Suites adjacentes ]

@ Définition ~
On dit que (uy) et (v,) sont deux suites adjacentes si
e (uy,) est croissante;

e (v,) est décroissante; Q
0 nl—l>IPoo(un —Vyp)=0.

\. J

Si (un) et (v,) sont adjacentes, si (1) est croissante et (v;) est décroissante alors u, < v,
pour tous entiers 7 et p.

\. J

Démonstration

Supposons qu’il existe deux entiers N et P tels que uy > vp.

D’apres la monotonie des suites, on a v, < vp < un < U, pour tout entier n > max(N,P).
Donc pour tout entier 7 > max(N,P),ona0< uny—vp < U, — Vp < Uy — Uy.

Par passage a la limite, on a alors 0 < lim,—. ;o (1, — v,;) = 0. Contradiction.

Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite. @

Démonstration
Montrer que les deux suites sont bornées. ..

Propriété

Si (uy) et (vy,) sont adjacentes, de limite commune ¢, on a pour tout € N: u, <l < v,. ]

Exercice
Deux suites (x,) et (y,) sont définies pour n > 0 par les relations :

1 1 1 1 1 1
Xn=—+ +o+—ety,=——+ +o b —.
2n n+l n+2 2n

n n+l
Confirmer ou infirmer les propositions suivantes en justifiant la réponse.

1. Les suites (x,,) et (y,) sont toutes les deux croissantes.
2. X3=_——etys= 37
T BT 6o

3. Les suites (x,) et (y,) ne sont pas majorées.

4. Les suites (x,,) et (y,) sont adjacentes.
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