Cours : géométrie et nombres complexes niveau : TS

[1 Caractérisations géométriques par les nombres complexes ]

[1.1 Point sur un axe du repeére ]

(1.1.1 Point sur 'axe des abscisses )
M(z)

FIGURE 1 - Point sur I’axe des abscisses

Soit M un point d’affixe z.

M est sur I'axe des abscisses
< zestunréel @
<~ Im(z) =0

< arg(z)=0 (modmn)ouM=0.

\.

Exercice

Pour z #1i, on pose
z—(1+1i)
Z=——.
z—1
1. Soit z = x +1iy. Exprimer |'écriture algébrique de Z en fonction de x et de y.

2. Quel est’ensemble des points M d’affixe z pour lequel Z est réel ?

(1.1.2 Point sur 'axe des ordonnées ]

M(z) +

FIGURE 2 — Point sur I’axe des ordonnées
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Théoréeme \

Soit M un point d’affixe z.

M est sur I’axe des ordonnées
< z est un imaginaire pur @

< Re(z) =0

<~ arg(z) :g (mod ) ouM = 0.

\. J

Exercice
On reprend l'exercice précédent.

3. Quel est’'ensemble des points M d’affixe z pour lequel Z est imaginaire pur ?

(1.2 Point sur un cercle )

Propriété |

Soit M un point d’affixe z.

M est sur le cercle de centre O et de rayon 1
— OM=1
— |z|=1
<= z=cos(0) +isin(0)

= x2+y2:1avecz:x+iy

\. J

Exercice
Soit M un point sur le cercle de centre O et de rayon R. Quelle est I'écriture trigonométrique
de 'affixe de M ?

Propriété |

Soit M un point d’affixe z.

M est sur le cercle de centre 2 et de rayon R
— OM=R
— |z—2zq|=R

= (x—xg)2+(y—yg)2:R2 avec z=x+1y

\. J

Exercice
Soit M un point sur le cercle de centre Q(w) et de rayon R. Quelle est I'écriture trigonomé-
trique de I'affixe de M ?

Exercice
Soit M d’affixe z = —2i et Q(w) avec w = 1+i. Que vaut le rayon du cercle de centre Q et passant
par M 2 Donner une équation de ce cercle.
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[1.3 Utilisation des modules et des arguments )

Soit A(a), B(b), C(c) et D(d) 4 points distinct du plan complexe, on a

AB b—a
CD |d-c¢

— —> b—
(AB; CB) = arg(d—_‘;) (mod 27).

\. J

Exercice
Soit A, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectives a, b, et c.

a
1. Montrer que si =1 alors le triangle ABC est isocéle.

. b-al = .
2. Montrer que siarg| —— | = ) (mod m) alors le triangle ABC est rectangle en A.
c—a

b—a

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le module et un argument de

c—a
pour que ABC soit équilatéral.

Exercice
Déterminer le lieu £ des points M d’affixe z vérifiant

1. |z—a|=r,avecr € [0;+o0[ et acC.

2. |z—al =|z— b| avec a et b complexes distincts.

3. |z—35+5i|=3.
Exercice
Déterminer le lieu £ des points M d’affixe z vérifiant

z—ay ™
arg(n) =3 (mod 27).

[2 Vue géométrique d’opérations dans C ]
[2. 1 Multiplier pari )

Propriété Admis
Multiplier un nombre complexe z par i est vue géométriquement comme une rotation
de centre O et d’angle 7.

Exercice
Pour chaque nombre z suivant,

1. placer dans le plan complexe le point M d’affixe z,

2. placer le point M/, image de M par la rotation de centre O et d’angle 7 et lire son affixe

z',

3. vérifier par calcul que z’' = iz.
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z=3; z=2i; z=1+2i; z=-2+3i.

Propriété

Autrement dit, I'écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle 5 est

z—1z.
[2.2 Somme de deux complexes ]
Propriété
Ajouter des nombres complexes revient a ajouter des vecteurs. ]

Exercice
Pour chaque nombre z et z’ suivants,

— —_—
1. placer dans le plan complexe les vecteurs OM et OM’ d’affixe respective z et z/,
2. placer le point M" ot M” vérifie OM” = OM + OM’ et lire son affixe 2",
3. vérifier par calcul que 2’ =z + 2.

z=3etz =i, z=1+2ietz =2+2i; z=-2+3ietz =5-i.

Propriété

Autrement dit, I'écriture complexe de la translation de vecteur v d’affixe b est

z—z+Db.

[2.3 Multiplier par un réel ]

Propriété

Multiplier un nombre complexe z par un réel k est vue géométriquement comme une
homothétie de centre O et de rapport k.

Exercice
Pour chaque nombre complexe z et nombre réel k suivants,

1. placer dans le plan complexe le point M d’affixe z,

2. placer le point M, image de M par 'homothétie de centre O et de rapport k et lire son
affixe z/,

3. vérifier par calcul que z' = k z.
z=3etk=2; z=2ietk=-0,5 z=1+2ietk=3; z=-2+3ietk=1,5.

Propriété

Autrement dit, I'écriture complexe de 'homothétie de centre O et de rapport k est

z—kz.

[2.4 Multiplier par un complexe ]
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Exercice
Soit z un nombre complexe. Donner un point de vue géométrique de la multiplication de ce
complexe par 3i.

Exercice
Soit z un nombre complexe. Donner un point de vue géométrique de la multiplication de ce
complexe par 2 + 3i.

Exercice
Soit z = 2 +i. Pour chaque nombre z’ suivant,

1. placer dans le plan complexe le point M d’affixe z et le point M’ d’affixe 2/,

2. construire (géométriquement) le point M” dont son affixe vérifie z” = z’ x z et lire son
affixe,

3. vérifier par calcul que 2’ =z’ x z.

Z=3; Z=2i; Z=1+42i; Zz/=-2+3i.

[3 Symétrie par rapport a 'axe des abscisses ]

La symétrie par rapport a l'axe des abscisses

Soit f une transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z'.

f est une symétrie par rapport a I’axe des abscisses

— Z=x-iysiz=x+iy

[4 Translation ]

La translation
Soit ¢t une transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z associe le
—
point M’ d’affixe z'. Soit V un vecteur d’affixe v.

-
t est une translation de vecteur V
-

— MM'=V

— 7z -z=v

— |z =z+v]|.
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Exercice
Soit V le vecteur d’affixe 3+i et Ale point d’affixe 1 —2i. Déterminer I'affixe de A’, image de A
par la translation de vecteur V.

[5 Homothétie )

Lhomothétie ——
Soit /& une transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z'. Soit Q un point d’affixe w et k un réel non nul.

h est une homothétie de centre Q et de rapport k Q
RS
— OM' = kQM

— |Z-w=kx(z-w) |

\. J

Exercice
Soit h ’homothétie qui a tout point M(z) associe le point M’ (z') tel que 2z’ = 3z+6—2i. Donner
les éléments caractéristiques de h.

[6 Rotation )

La rotation —

Soit r une transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z'. Soit Q un point d’affixe w et 6 un réel non nul.

r est une rotation de centre Q2 et d’angle 0
pour M # Q ona QM' = QM et (sﬁ/f QM’) =0 (mod 2m) (0]
>
pourM=QonaM' =Q

= |7 ~w=(cos(®) +isin(®)) x (z— )|

— |Z-w=ex(z-w)
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Equation paramétrique d’un cercle
Soit € le cercle de centre Q(w) et de rayon R alors

z=w+Reie

est 'équation paramétrique complexe de €.

[7 Complément ]

Formule de MOIVRE
Pour tout 0 réel et n entier, on a

(cos(B) +isin(0))" = cos(n0) +i sin(7n0)

Démonstration
Il suffit de passer a la forme exponentielle...

Dans tous les exercices, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0; U, V)
(unité graphique 2 cm).

[8 Exercices ]

Exercice (classique)
On note A et B les points d’affixes respectives i et 1 et M un point distinct de A, d’affixe z. On
note

1-z
7 =

i-z°
1. Déterminer 'ensemble & des points M tels que Z soit réel.
2. Déterminer I'’ensemble & des points M tels que Z soit imaginaire pur.
Exercice (D’apres Bac 2002 (septembre) — question classique)

[Aide : revoir l'équation cartésienne d’'un cercle] On note A et B les points d’affixes respectives
1 eti. A tout point M, distinct de A et d’affixe z, est associé le point M’ d’affixe Z définie par :

(-ie-)
o z—-1

4

1. (a) Calculer I'affixe du point C’ associé au point d’affixe —i.
(b) Placer les points A, Bet C'.

2. Soit z = x+iy ol1 x et y désignent deux nombres réels.
(a) Montrer I'égalité

Cx-D*+(y-D*-1 x2+y2—1i
C (x— D2+ 2 (x-1D2+y2"

(b) Déterminer 'ensemble E des points M d’affixe z telle que Z soit réel.

(c) Déterminer '’ensemble F des points M d’affixe z telle que Re(Z) soit négatif ou nul.
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Exercice (D’apres Asie 2002)
On appelle f I'application qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2’ telle que :

Z =z>—(1+30)z—6+09i.

1. Onpose z=x+iyetz =x"+iy. Exprimer x’ et y’ en fonction de x et de y.

2. Déterminer une équation de '’ensemble # de points M pour lequel f (M) appartient a
I’axe de ordonnées.

Exercice (D’apres Bac 2003 - question classique)
On considere les points A, B et C d’affixes respectivesa=2, b=1—-ietc=1+i.

1. Placer les points A, B et C sur une figure.

c—a
2. Calculer . En déduire que le triangle ABC est rectangle isocele.

—a

Exercice (D’apres Polynésie 2003 (spe))
On donne les points A, C, D et Q d’affixes respectives :

1
1+i; 1; 3 et2+§i.

1. Soit € le cercle de centre Q2 passant par A.
(a) Montrer que € passe par C et D.
(b) Montrer que le segment [AD] est un diametre de 6.

(c) Faire une figure en placant les points A, C, D, Q et tracer 6. On note B la seconde
intersection de € avec la droite (OA).

(d) Montrer que le point O est extérieur au segment [AB].

2. Montrer par un raisonnement géométrique simple que les triangles OAD et OCB sont
semblables mais non isométriques.

Exercice (D’apreés Polynésie 2002 (septembre))

1. z; et zp sont des nombres complexes, résoudre le systéme d’équations suivant :

Zl\/g—Z2=—2
Zl—Zz\/_=—2i

2. On considere les points A d’affixe zy = —v/3+iet B d’affixe zg = —1 +iv/3. Donner une
écriture trigonométrique de z, et de zg.

z
3. Calculer module et argument de A
ZB
En déduire la nature du triangle ABO et une mesure de 'angle (Cﬁ), Cﬁ%))

4. Déterminer I'affixe du point C tel que ACBO soit un losange. Calculer 'aire du triangle
ABC en cm?.

Exercice (Amérique du sud 2002 (septembre))
On appelle A et B les points d’affixes respective 2 et —2. A tout point M d’affixe z, z différent
de 2, on associe le point N d’affixe z et M’ d’affixe z’ telle que

, 2z—4

zZ = —= .
z—2

1. Calculer 2’ et |2/| lorsque z =5 puis lorsque z = 1 +i.

2. (a) Interpréter géométriquement |z —2| et [z —2|.
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(b) Montrer que, pour tout z distinct de 2, |z’ | = 2. En déduire une information sur la
position de M.

3. Déterminer 'ensemble & des points M d’affixe z (z # 2) tels que M’ = B.

- —>
4. On note z5; et zgp les affixes respectives des vecteurs AM et BM'. Montrer que, pour

Z—)
tout point M distinct de A et n’appartenant pas a &, le quotient ZAM ot un nombre réel.
Zovr
BM
5. Un point M distinct de A, n’appartenant pas a &, étant donné, proposer une méthode
géométrique pour construire le point M. On illustrera par une figure.

Exercice (D’aprés Amérique du nord 2002)
On considere 'application F du plan sur lui-méme qui, a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’ telle que :

Z=1+i)z+2.

1. Soit A le point d’affixe —2 + 2i. Déterminer les affixes des points A’ et B’ vérifiant respec-
tivement :
A'=F(A) et F(B) = A.

2. Donner la nature et les éléments caractéristiques de 'ensemble (I') des points du plan
dont I'affixe z vérifie |z + 2 — 2i| = v/2.

Vérifier que B est un point de (I).

3. Démontrer que, pour tout z de C,
Z+2=(1+i)(z+2-2i).

Démontrer que I'image par F de tout point de (I') appartient au cercle (I'') de centre A’
et de rayon 2.
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