
Cours : primitives et intégrales niveau : TS

1 Aire sous la courbe et fonction positive

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et C f sa courbe repré-
sentative dans un repère orthogonal

(
O; #»ı , #»

)
.

L’aire, en u.a, du domaine délimité par C f , l’axe des abscisses, et les droites d’équation
x = a et x = b est notée ∫b

a
f (t )dt

Définition

UA

−→
i

O

−→
j

C f

a b

D

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur I. Pour tous
réels a et b de I, on a : ∫b

a
f (t )dt = F(b)−F(a) .

Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b]. La valeur moyenne de f
sur [a;b] est le nombre µ définie par

µ= 1

b −a

∫b

a
f (t )dt

Définition Valeur moyenne

Interprétation graphique : µ est la hauteur d’un rectangle de base b−a ayant la même aire de∫b
a f (t )dt .

O

C f

a b

µ

Exercice
Calculer la valeur moyenne de la fonction carré entre a et b tous deux positifs.
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2 Intégrale et fonction quelconque

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a;b] et C f sa courbe repré-
sentative dans un repère orthogonal

(
O; #»ı , #»

)
.

On note A l’aire, en u.a, du domaine délimité par C f , l’axe des abscisses, et les droites
d’équation x = a et x = b.
On définit alors que ∫b

a
f (t )dt =−A

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et C f sa courbe représentative dans
un repère orthogonal

(
O; #»ı , #»

)
).

On note A1 l’aire, en u.a, du domaine situé au dessus de l’axe des abscisse, délimité
par C f , l’axe des abscisses, et les droites d’équation x = a et x = b.
On note A2 l’aire, en u.a, du domaine situé en dessous de l’axe des abscisse, délimité
par C f , l’axe des abscisses, et les droites d’équation x = a et x = b.
On définit alors que ∫b

a
f (t )dt =A1 −A2

Définition

O

C f

a b

D1

D2

D3

∫b

a
f (x)dx = Aire(D1)−Aire(D2)+Aire(D3)

3 Propriétés de l’intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a ∈ I.
La fonction Φ définie sur I par

Φ(x) =
∫x

a
f (t )dt

est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Théorème

Exemple

Avec Φ(x) =
∫x

0
2t exp

(
t 2) dt = exp

(
t 2)−1 on a Φ(0) = 1−1 = 0
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Pour tout réels a,b,c dans I, on a :

∫c

a
f (t )dt =

∫b

a
f (t )dt +

∫c

b
f (t )dt

Propriété Relation de CHASLES

x

y

0 1 2 3
0

1

2

3

Exemple Soit f la fonction partie entière sur [1; 3]

∫3

1
E(x) dx =

∫2

1
E(x) dx +

∫3

2
E(x) dx = 3

Exercice
Calcul de la valeur moyenne de la fonction cosinus sur [0; π]

µ= 1

π

∫π

0
cos(x) dx

µ= 1

π

∫ π
2

0
cos(x) dx + 1

π

∫π

π
2

cos(x) dx

µ= 0

car ∫π

π
2

cos(x) dx =−
∫ π

2

0
cos(x) dx

par symétrie.

O

1

−1

π
π

2
Ccos

Soit f une fonction continue sur [a,b], on a

∫b

a
f (t )dt =−

∫a

b
f (t )dt

Propriété

Démonstration
On applique la relation de CHASLES en posant a = c
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Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] et α un réel. On a :

∫b

a
( f + g )(t )dt =

∫b

a
f (t )dt +

∫b

a
g (t )dt

et ∫b

a
α f (t )dt = α

∫b

a
f (t )dt .

Propriété Linéarité

Soit f une fonction continue sur [a,b] (a � b).
– si f � 0 alors

∫b
a f (t )dt � 0 ;

– si f � 0 alors
∫b

a f (t )dt � 0.

Propriété

Soit f et g deux fonction continue sur [a,b] (a � b).
Si f � g alors

∫b
a f (t )dt �∫b

a g (t )dt .

Propriété Conservation de l’ordre

x

y

−1 0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5

�

�ı

Cg

C f

Démonstration
f � g revient à f − g � 0
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux réels de I vérifiant a � b.
– S’il existe deux réels m et M tels que m � f � M sur I alors

m(b −a)�
∫b

a
f (t )dt � M(b −a)

– s’il existe un réel M tel que | f | � M sur I alors

∫b

a
| f (t )|dt � M(b −a)

Propriété Inégalités de la moyenne

O

C f

a b

m

M

Démonstration
Application de la conservation de l’ordre

4 Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telles que u′ et v ′ sont continues
sur I.
Pour tous réels a et b de I, on a :

∫b

a
u(t )v ′(t )dt =

[
u(x) ·v(x)

]b

a
−

∫b

a
u′(t )v(t )dt .

Théorème

♥

Démonstration
On part de (uv)′ = u′ v + v ′u (u et v sont dérivables) donc u v ′ = (uv)′ −u′ v . Par intégration
des deux membres de l’égalité (u′ et v ′ sont continues)...

Exemple
Nous cherchons une primitive de ln(x). Posons : u : ln(x) et v ′ : 1. Dans ce cas, u′ : 1

x et v : x.
Nous pouvons alors écrire :

∫
1 ln(x)dx = [x ln(x)]−

∫
1dx = x ln(x)−x

Exercice

1. En intégrant par parties, calculer :

I =
∫2

1
(x +1) ln(x)dx
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2. En intégrant deux fois par parties, calculer : K =
∫ π

2

0
x2 cos(2x)dx.

On note :

I =
∫ π

2

0
x2 cos2(x)dx et J =

∫ π
2

0
x2 sin2(x)dx

Calculer I +J puis I −J et en déduire I et J .

5 Volume d’un solide de révolution

On considère dans un repère orthonormé
(
O; #»ı , #» ,

#»

k
)

un volume délimité par les plans

d’équation z = a et z = b.

Soit S(t ) l’aire de la section d’un solide par le plan d’équation z = t alors (si S est une
fonction continue), le volume du solide est

V =
∫b

a
S(t )dt .

Théorème Admis

On considère dans un repère orthonormé
(
O; #»ı , #»

)
la courbe d’une fonction continue f dé-

finie sur [a ; b].

Le volume V du solide engendré par la courbe de f autour de l’axe des abscisses est

V =
∫b

a
π

(
f (t )

)2 dt .

Théorème

x

y

z

Courbe d’une fonction f définie dans le
plan (xOy).

x

y

z

Solide obtenu par rotation autour de
l’axe (Ox).
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