Cours : probabilités continues niveau : TS

[1 Rappels ]

@ Définition’ ~

— Lorqu'une variable aléatoire réelle prend des valeurs entiéres ou des valeurs réelles en
nombre fini, on dit que la loi de probabilité de cette variable aléatoire est discrete (on a
(X = k) avec k entier ou k dans un ensemble fini).

— Lorqu’'une variable aléatoire réelle prend (sous certaines conditions) des valeurs sur
tout un intervalle I de R, on dit que la loi de probabilité de cette variable aléatoire est
continue (par exemple (X = ¢) avec ¢ variable du temps).

\. J

Soit Q un univers dans lequel a chaque événement élémentaire correspond un nombre réel.
On définit la loi de probabilité de la variable X suivante :

X X1 X2 Xn

Probabilité | p; | p2 | - | pn

Uespérance

Lespérance de cette loi est le réel p (la lettre «mu») défini par

i=n

H=X1p1+Xp2+ 4 XnPn= Y Xipi.
i=1

Remarque

Lespérance d'une loi de probabilité est la valeur moyenne des éventualités élémentaires x;
pondérées par leur probabilité (la moyenne est un barycentre). p est un paramétre de position,
il correspond a la moyenne statistique x.

B Définition | la variance ——

La variance est 'espérance de la loi de probabilité des carrés des écarts a I’espérance :

X-p? - | -w* | - | (a—-w?
Probabilité p1 D2 003 Pn

La variance de cette loi est le réel V défini par

i=n
V=pi(x— W+ palee — 2+ + pplxn — 2 = Y pilx; — w? = E(X - EX))?)
i=1

\. J

|
Onaaussi: V=EX?)-p?

\. J

"M l’écart-type

L écart-type de cette loi est le réel o (la lettre «sigma») défini par

o=VV.

\.

Remarque
L'écart-type d'une loi de probabilité exprime I'écart moyen des issues par rapport a leur valeur
moyenne.
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Exercice
Lors d'une tombola les gains possibles sont 0 €, 10 €, 20 € et 100 € avec les probabilités respec-
tives 0,4; 0,3; 0,25 et 0,05.

1. Etablir la loi de probabilité de la variable X donnant le gain de la tombola.

2. Calculer I'espérance mathématique du gain. En donner une interprétation.
3. Calculer la variance puis I'écart-type de cette loi.
4

. Reprendre les questions en supposant qu’il faut acheter 5 € le droit de participer a la
tombola.

Exercice

Le coft des soins a prodiguer a un animal ayant réagi positivement a un test vétérinaire est
de 100 euros et le cofit de 'abattage d'un animal non dépisté par le test et ayant développé la
maladie est de 1 000 euros. On suppose que le test est gratuit.

La loi de probabilité du cofit a engager par animal subissant le test est donnée par le tableau
suivant :

Cofit 0 100 1000
Probabilité 0,940 5 0,058 0 0,001 5

1. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire associant a un animal le cotit
a engager.

2. Un éleveur possede un troupeau de 200 bétes. Si tout le troupeau est soumis au test,
quelle somme doit-il prévoir d’engager ?

[2 Généralités sur les lois continues ]

loi continue de densité f
On dit que X suit une loi continuesi :

* PX=a)=0;
* il existe une fonction f continue, positive, appelée densité de la loi de probabilité, telle
que:

b
P(a<X<b) =f fnde

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi continue de densité f alors :
+o00o
o E(X):p:f tf(ndt;
—00

+00
. V(X):f (r—w)? f(nde

(e9)

Remarque

+00 +a
f(Hdt = lim f f(pdr
oo a—xJ_q
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[3 Loi uniforme ]

B Définition | loi uniforme ———

Une variable X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a; b] lorsque X a pour densité la
fonction f définie par

1 i .
f(x):{b‘“ sixela; bl

0 sinon

\. J

~
La loi uniforme sur [0; 1] a pour densité f : ¢t — 1 et vérifie :

1

1
e EX) = tdt=—;
X) fo >

VX ' 12(1 1
()—fo (l‘—E t 12

\. J

Démonstration
Vérifier le résultat précédent en application de la définition donnée au début.

Exercice

A partir de 7 heure, les bus 7 passent toutes les 15 minutes devant 'arrét arrét Halmagrand. Un
usager se présente a cet arrét entre 7 h et 7h30. On suppose que I'attente entre h et son arrivée
al’arrét suit une loi de probabilité uniforme sur I'intervalle [0; 30]. Quelle est la probabilité qu’il
attende son prochain bus :

1. moins de 5 minutes?

2. plus de 10 minutes?

[4 Loi exponentielle ]

’_M loi exponentielle ——,

Soit A > 0.
Une variable X suit une loi exponentielle (ou de durée de vie sans vieillissement) de para-
metre A lorsque X a pour densité f définie par

Ae ™™ six=0
fx) = .
0 sinon

\. J

Exercice
Déterminer une fonction primitive de f : x — Ae ™,

Exercice

La durée, en minutes, d'une conversation téléphonique est une variable aléatoire exponentielle
de parameétre A =0,1.

Vous arrivez a une cabine et juste a ce moment précis, une personne passe devant vous. Quelle
est la probabilité que vous attendiez :

1. entre 10 et 20 minutes?

2. plus de 10 minutes?
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Soit A > 0 et X une variable qui suit une loi exponentielle de parametre A alors :

L] = E X = —
u=EX) X

1

® Oy = —

X7
Démonstration

Démontrer les résultat précédent.

On parle de loi de durée de vie sans vieillissement car la probabilité que I'individu soit
vivant ou que 'objet fonctionne a l'instant ¢ + &, sachant que cet individu est vivant ou
que cet objet fonctionne a l'instant ¢, ne dépend pas de .

PxsnX=t+h) =PX=h).

Démonstration
Au travail !

Exercice

La durée de vie d’'un noyau radioactif est modélisée par une variable aléatoire de parametre A.
Une étude statistique portant sur ces noyaux conclut a une durée de vie inférieure ou égale a
100 ans pour 6% de ces noyaux.

1. Déterminer A.
2. Calculer la probabilité que la désintégration d'un noyau se fasse apres 150 ans.

3. Sachant qu'un noyau n’est pas désintégré au bout de 150 ans, calculer la probabilité qu’il
ne le soit toujours pas au bout de 200 ans.

Exercice

Un réparateur de vélos a acheté 30 % de son stock de pneus a un premier fournisseur, 40 % a
un deuxiéme et le reste a un troisiéme.

Le premier fournisseur produit 80 % de pneus sans défaut, le deuxieme 95 % et le troisieme
85 %.

1. Le réparateur prend au hasard un pneu de son stock.

(a) Construire un arbre de probabilité traduisant la situation, et montrer que la proba-
bilité que ce pneu soit sans défaut est égale a 0,875.

(b) Sachant que le pneu choisi est sans défaut, quelle est la probabilité qu’il provienne
du deuxiéme fournisseur 2 On donnera la valeur arrondie du résultat a 1073.

2. Le réparateur choisit dix pneus au hasard dans son stock. On suppose que le stock de
pneus est suffisamment important pour assimiler ce choix de dix pneus a un tirage avec
remise de dix pneus. Quelle est alors la probabilité qu’au plus un des pneus choisis pré-
sente un défaut ? On donnera la valeur arrondie a 1073,

3. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de kilomeétres parcourus par un
pneu, sans crevaison. On fait 'hypothése que X suit une loi exponentielle de parametre
A

(a) Montrer que P(500 < X < 1000) = e~500A _ =1 0002
(b) La probabilité que le pneu parcoure entre 500 et 1 000 kilomeétres sans crevaison

étant égale a 7 déterminer la valeur arrondie a 10™* du parameétre A.
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