
Travail dirigé

Arthur et Bachir jouent au jeu «Du Seigneur des Anneaux». Il s’agit de conquérir le maximum de comtés situés parmi les «Terres du
Milieu», il y en a 1 200 précisément. Un tirage au sort a attribué le personnage Gandalf ainsi que 420 comtés à Arthur, Saroumane et
le reste des comtés à Bachir.
Le jeu est constitué de différentes étapes, pendant lesquelles chaque joueur gagne et cède des comtés à son adversaire. Arthur, à
chaque étape, conserve les 3/4 de ses comtés et en cède 1/4 ; quant à Bachir, il en conserve la moitié et cède le reste.
À la ne étape, on note an et bn le nombre de comtés possédés respectivement par Arthur et Bachir. On peut visualiser les différents
gains et pertes de comtés par le schéma suivant.
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On appelle état du jeu, la matrice ligne En = (an bn).
Au début du jeu, l’état initial est défini par E0 = (an bn ) = (420 780).
On désigne par A la matrice :

A =

(

3/4 1/4
1/2 1/2

)

1. a) Justifier les égalités suivantes :
{

an+1 = 0,75an + 0,5bn

bn+1 = 0,25an + 0,5bn

b) Vérifier que l’on peut écrire (an+1 bn+1) = (an bn)×A.

c) Vérifier en utilisant la formule précédente que E1 = (a1 b1) = (705 495).

d) Calculer A2 ; en déduire E2 .

e) On suppose la formule : En+1 = E0 ×An acquise, calculer E5 et E6 à l’aide d’une calculatrice.

Que peut-on en conclure ?

2. a) Sachant que an +bn = 1200, montrer que an+1 =
1

4
an +600 .

b) On pose vn = an −800. Montrer que (vn) est une suite géométrique de raison 1/4 et de premier terme −380.

c) En déduire que an = 800−380(0,25)n .

d) En déduire a5, puis E5.

3. On considère la matrice : P =

(

1 1
−2 1

)

a) Vérifier que

P−1
=

(

1/3 −1/3
2/3 1/3

)

b) Montrer que le produit P−1AP est égal à la matrice : D =

(

1/4 0
0 1

)

c) En déduire que : A =PDP−1.

d) En déduire A5 en fonction de D5.

4. a) Vérifiez que A =N+0,25R où : N =

(

2/3 1/3
2/3 1/3

)

et R =

(

1/3 −1/3
−2/3 2/3

)

b) Calculer N2 , puis R2

c) Calculer R×N puis N×R

d) En déduire A2
= N+ (0,25)2R.

e) Quelle conjecture sur la valeur de An peut-on émettre ?
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